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AT Uberblick

Karlsruhe Institute of Technology

Robotermodellierung

» Geometrische Modellierung
Geometrie:
mathematische Beschreibung der Form von Korpern

* Kinematische Modellierung
Kinematik:
Lehre der geometrischen und analytischen Beschreibung der
Bewegungszustande mechanischer Systeme

* Dynamische Modellierung
Dynamik:
Untersuchung der Bewegung von Korpern als Folge der auf sie
wirkenden Krafte und Momente
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* Modellierung der Dynamik
— Methode nach Lagrange
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(T Dynamisches Modell

Karlsruhe Institute of Technology

Definition

Das dynamische Modell berechnet den Zusammenhang von Kraften,
Momenten und Bewegungen, welche in einem mechanischen
Mehrkorpersystem auftreten.

Zweck des dynamischen Modells

—Analyse der Dynamik

—Synthese mechanischer Strukturen
—Modellierung elastischer Strukturen
—Reglerentwurf
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AT Probleme

Karlsruhe Institute of Technology

Justin

A humanoid upper
body system for
two-handed
manipulation experiments.
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AT Anwendung

Karlsruhe Institute of Technology

Moving a Heavy Dumbbell with Sliding

Task: Move the dumbbell from one table to the other.

Constraints:
1. Stay within torque limits of arm for dumbbell
mass w.
2. Sliding the dumbbell is allowed.

https://personalrobotics.ri.cmu.edu/projects/cplan.php
http://www.youtube.com/watch?v=APAhs7GC090
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Karlsruhe Institute of Technology

Dynamisches Modell

Modellierung der Roboterdynamik
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Mechanischer Aufbau:

e (iber Gelenke
gekoppelte Teilkorper, z.B.

«—>
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.o :C&Schubgelenl

Starrkorper

Drehgelenk
O—/\/\/—O O— |—O

Feder Dampfer

e Antriebe in den
meisten) Gelenken

- mechanisches
Mehrk&rpersystem
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(T Dynamisches Modell

Karlsruhe Institute of Technology

Anwendung dynamischer Modellierung

Modellbasierte
Regelung

System-
auslegung

Trajektorien-
optimierung

Roboter-
dynamik-
modell

Roboter-
dynamik-
modell

Roboter-
dynamik-
modell

________________$____
________________$____

Phasen von Roboter-Entwicklung und -Betrieb

« Getrennte Modellierung in unterschiedlichen Phasen
« Hoher Zeitaufwand, Fehler und Inkonsistenzen wahrscheinlich

« Wiederverwendbarkeit des dynamischen Modells schwierig bei
Anderungen (kinem. Struktur, Gelenke, Antriebe)
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(T Dynamisches Modell

Karlsruhe Institute of Technology

Generalisierte Koordinaten

Definition:
Reduzierter Satz von Koordinaten, der den aktuellen Systemzustand
vollstandig beschreibt. Alle Koordinaten des Satzes sind voneinander

unabhangig.

Beispiel:
Lage von N Massepunkten im Kartesischen Raum (Allgemeine

Koordinaten):
R=(r, -, )= 3N Koordinaten

Generalisierte Koordinaten sind Gelenkwinkelstellungen:

a = (q1" ' '1qK) = (61’ ' "BK): K Koordinaten

Generalisierte Koordinaten berucksichtigen alle
Zwangsbedingungen des Systems.
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(T Dynamisches Modell

Karlsruhe Institute of Technology

Bewegungsgleichung

Im dynamischen Modell werden die Beziehungen zwischen Kraften/
Momenten und den Lagen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
der Armelemente dargestellt.

Q=M(q)-g+n(q,q)+9g(q)+R-q

Q : n x 1 Vektor der Stellkrafte und -momente (Generalisierte
Krafte)

M(q) :nxn Massentragheitsmatrix

n(g,d) : nx 1 Vektor mit Zentrifugal- und Corioliskomponenten
dg(q) :nx1 Vektor mit Gravitationskomponenten

R : n x n Diagonalmatrix zur Beschreibung der Reibungskrafte

q :n x 1 Winkellagen des Manipulators

" _‘5';:“-“‘ Fakultat fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann :
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(T Dynamisches Modell

Karlsruhe Institute of Technology

Direktes dynamisches Problem

Aus aulderen Kraften und Momenten sowie Anfangszustand wird unter
Verwendung des dynamischen Modells die sich ergebenden
Bewegungsanderung berechnet.

Geg.: Q(t) Direktes Ges.: q(t),q(t), q(t)
| dynamisches | —————
Problem
qa(t,). a(t,),a(t,)

Q=M(q)-q+n(q,q9)+g(q)+R-q ()
= Gleichung (*) auflésen nach a(t), q(t), q(t)
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(T Dynamisches Modell

Karlsruhe Institute of Technology

Inverses dynamisches Problem

Aus den gewunschten Bewegungsparametern sollen, unter Verwendung
des dynamischen Modells, die dazu erforderlichen Stellkrafte und
Stellmomente ermittelt werden.

Geg.: q(t),q(t), d(t Inverses Ges.: Q(t)
| dynamisches | —————
Problem

Q=M(q)-g+n(q,gq)+g(q)+R-q (9

= Gleichung (*) ausrechnen

_ % Fakultat fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robot delli I
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(T Dynamisches Modell

Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel
m F, = -mx Tragheit
‘E‘F: —a F. =K X Gleitreibung
7/77777777777777 Q Exteme Kraft
Kraftebilanz: Q-= _(FT + FR)

Bewegungsgleichung:  Q =mxX + K X

Direktes Problem: gegeben externe Kraft Q, und aktueller
Bewegungungszustand, berechne neue Beschleunigung und
Geschwindigkeit.

Inverses Problem: gegeben Bewegungszustand, welche externe Kraft Q
wirkt auf das System.

_.. Fakultat fur Informatik Prof. Dr.—Ing. R. Dillmann .
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AT Inhalt
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— Methode nach Lagrange
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AT Modellierung der Dynamik

Karlsruhe Institute of Technology

Losungsmoglichkeiten

* Analytische Methode (Lagrange)

— Arbeits- oder Energiebetrachtungen

— Formales Ableiten ergibt die Bewegungsgleichungen

« Synthetische Methode (Newton-Euler)
— Freikorperbild (Freischneiden)

— Impuls- und Drallsatz
— Elimination der Zwangskrafte
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ﬂ(lly Methode nach Lagrange

Bewegungsgleichung nach Lagrange

a d(aL)_i

~dt iq; | 94,

mit der Lagrange-Funktion:

L= Ekin - Epot

Vorraussetzung:

* q, sind generalisierte Koordinaten unter
Berucksichtigung aller Zwangsbedingungen

_5'5:“-“‘ Fakultét fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robotermodellieruna Il
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Modellierung mit Lagrange

Ziel:

Ermittle fur jedes Gelenk i eines Roboters

Bewegungsgleichung gemall: Q. - d(dL _i
- dt{oq, | oq,

Vorgehen:

* Berechne E_ und E_
- Dricke E . und E_, in generalisierten Koordinaten aus

=L=E, -E

pot
oL d{oL)\ oL
 Berechne Ableitungen —, — |
dq, dt{aq, | dq;
—>Bewegungsgleichung

“:® Fakultat for Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann .
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Geometrische Vorbetrachtung (l)

Z,

I
Yi
> X

- I

Bezeichnungen:

K. i-tes Armelement starr verbunden mit
Koordinatensystem i

r, Lage eines Massepunktes m beziiglich
des Basiskoordinatensystems

I Lage eines Massepunktes m bezliglich
des i-ten Koordinatensystems

Vorberechnung:
Herleitung der Positionsanderung des

Massepunktes aus generalisierten Koordinaten.

':'::‘-\'\ Fakultat fur Informatik Prof. Dr.—Ing. R. Dillmann
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Geometrische Vorbetrachtung (ll)

—

Aus DH-Matrizen: Fo = Ao,1A1,2 ---Ai_1 1f
Ableitung_mit Produktregel.
i? —iA A ---A . Tr+A iA A+ AL A i r (2)
dt 0 dt 0,1/ ™,2 i-1,i"i 0,1 dt 1,2 i-1,i%i 0,1 ™,2 dt i—-1i%i
d d
— A, =— (g (t
dt i-1,i dt 1 (ql( ))
_‘:'::“-“‘ Fakultat fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann 21
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Karlsruhe Institute of Technology

Methode nach Lagrange

Geometrische Vorbetrachtung (lll)

Ableitung mit
d d

dt " dt

d

dg /

Bewegungsanderung

des Gelenks

d

— A = O ALy mit O =

Kettenregel:

d

d
fA1i(q(t) = — i —
1i(0(t)) da @ dtq

\

Transformation in
aktuelle
Gelenkstellung

= aAi—Li = Oi—1,iAi—1,iqi (3)

':'::‘-\" Fakultat fur Informatik

Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann
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o O O

0

Translationsgelenk
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0
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0
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0
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Geometrische Vorbetrachtung (IV)
Mit (2) und (3) folgt:

d r. - e . -
a rO = O0,1A0,1q1A1,2 °e .Ai—1,iri i o A0,1A1,2 .. .Oi—1,iAi—1,iqiri (4)

Darstellung der Bewegung eines Massepunktes in Abhangigkeit
der Gelenkwinkelgeschwindigkeiten.

Definiere Produktmatrix:

i . L i: Anzahl Freiheitsgrade
P = A0,1A1,2 OJ'—1 ,J'AJ'—1 J Ai-1 i j: Termindex
Summe der Produktmatrizen: Aus (4) folgt:
O pii d. -
B'- YPiq, —T,=B% (5
- dt
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Kinetische Energie (l)

d
1 d—» Td_. dm 1 d_, Td_,
E. . =—m|—r,| —r = dE,. =—|—r,| —r.dm
kin,i 2 (dt 0) dt 0 kin ( 0) dt 0

Mit: V'W = sp(VW') v, WweER™

1 (d_/d.\
dE.. =—sp| —r.| —r dm
kin,i ZSP(dt O(dt 0) ]
Mit (5) : dE,., =%Sp(BiFi(Fi)T( i)T)dm

Integration uber Masse m; des Korpers K, :

Eini = ;Sp[ B' fFi(Fi)Tdm (Bi )T

‘e Fakultét fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robot deli "
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AT Methode nach Lagrange

Kinetische Energie (ll)

Ekin,i = ;Sp( B’ fFi(Fi)Tdm (Bi )T

Fasse Integral als Matrix auf: @' = fr. (F ) dm

Euri= 5080 @)

FUr die kinematische Energie des gesamten Systems ergibt sich:

n

E,.. =%ZSp(Bi o &)

:'::‘-\" Fakultat fur Informatik Prof. Dr.—Ing. R. Dillmann
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Potentielle Energie

Gewichtskraft g; wirkt auf Korper K; im
Schwerpunkt s.

_ ™ Fakultét fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robot delli I
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AT Methode nach Lagrange

Potentielle Energie

Epot,i =m,gh = _<qi)T§o wobei (_»i)T = (0 0 mg O)

Mit S, = A,S, folgt'
Epotl = ( |) 0| i

FUr die potentielle Energie des gesamten Systems ergibt sich:

Ep 2(9.) A0|_>| (7)

:'::‘-\" Fakultat fur Informatik Prof. Dr.—Ing. R. Dillmann
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ﬂ(lly Methode nach Lagrange

Lagrange Funktion
L = Ekin - Epot
Mit (6) und (7) folgt:

L - ;2[319(3' o B) )+(a) Ays,

Lagrange Bewegungsgleichung

_d(aL) AL
' dt{dg,) oaq,
oL d /(oL oL
Berechhne — , —|—| , — ausL.
dq,  dt| dq; aq,

_ ™ Fakultét fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robot delli I
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ﬂ(lj Methode nach Lagrange

Lagrange Bewegungsgleichung

Q = 2 2 SP[ P*o" (Pl’k )T ]ql - 2 (ék )T P*s,

— L Pl,kek (Pm,k )T ]qlqm

0 ai kT i , ik YT
oo Pror(pe] 2 prot(p)

iq,,

—> n Gleichungen zusammengefasst in Matrixschreibweise:

Q = M(q)q +n(q,d) +g(q)

_ % Fakultat fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robotermodellieruna Il
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Zusammenfassung

Zur Ermittlung der Bewegungsgleichungen mussen nur die kinetische
und die potentielle Energie aufgestellt werden.

Die Bewegungsgleichungen folgen dann formal durch differenzieren:

_dfaL) oL

' dtlog, ) oq
mit

L= Ekin _Epot

_ ™ Fakultét fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robot delli I
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel (I)

Vereinfachung:

« Masse der Armelemente in m,
bzw. m, zusammengefasst

« Keine Reibung

<V

31
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel (ll): Gelenk 1

1 1 .
g Ekin,1 = Em1 V2 = Em1aqu
Epot,1 = m1gh = m1ga15in(q1)

<V

32
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AT Methode

Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel (lllI): Gelenk 2

N .'E'E;'\\ Fakultat fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann
e, Robotik | — Einflihrung in die Robotik

nach Lagrange

Position:
X, =a,cos(q,) +a,cos(q, +d,)

Yy, =a,sin(q,) +a,sin(q, +q,)

Geschwindigkeit:
X, = -a,q,sin(q,) -a,(q, +q,)sin(q, +q,)

Yy, =a,q,cos(q,) +a,(q, +q,)cos(q, +q,)

Robotermodellierung Il 33



AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel (IV): Gelenk 2

Kinetische Energie:

V3 = X5 +Y; =a;q; +a5(q, +d,)° +2a,a,(q; +9,9,)cos(q;,)
1

1 o1 . . .
Einz = Emzvg = Emzaqu + Emzag (9, +9, )2 +m,a,a, (qf +q,9,)cos(q,)

Potentielle Energie:

Epot,2 =Mm,gy, = ng[a15in<q1 )"' azsin(q1 +Q, )]

Lagrange Funktion:

L=E,, - Epot = Ekin,1 + Ekin,2 -E E

pot,1 ~ ™pot,2

1 : 1 . : : ..
= E(m1 + mz)afcﬁ + E mzag (9, +49, )2 +tmy,aa, (qf +0,q,)cos(q,)

-(m, +m,)ga;sin(q,) -m,ga,sin(q, +d,)

_.. Fakultat fur Informatik Prof. Dr.—Ing. R. Dillmann .
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Karlsruhe Institute of Technology

AT Methode nach Lagrange

Beispiel (V): Bewegungsgleichung

oL . - .
Gelenk 1: a =(m, + mz)afch + mzag (9, +9,)+m,a,a,(2q, +q,)cos(q,)
1
d oL 2. 200 LA
aﬁ =(m, +m,)ajq, + m,az(q, +d,) + m,a,a,(2q, +q,)cos(q,)
1
-m,a,a, (29,9, +g;)sin(q,)
oL
ﬁ = -(m, +m,)ga,cos(q,) -m,ga,cos(q, +d,)
1
| oL ye .
Gelenk 2: E =m,a;(q, +9,) + m,a,a,q,cos(d,)
2
d oL 0y - .. T
— —— =M,a;(q, +q,) + m,a,a,q,cos(q,) -m,a,a,q,q,sin(dq,)
dt oq,
oL T
ﬁ =-m,a,a,(q; +4d,9,)sin(q,) -m,ga,cos(q, +q,)
2

_.. Fakultat fur Informatik Prof. Dr.—Ing. R. Dillmann .
ez, Robotik | — Einfiihrung in die Robotik Robotermodellierung Il 35



AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel (VI): Bewegungsgleichung

i ) ) ) .
Q, (m, +m,)a; +m,a; +2m,a,a,cos(q,) m,a, +m,a,a,cos(q,)||d;
2 2 2
m,a; +m,a,a,cos(q,) m,a, 9.

N -m,a,a, (29,9, +9;)sin(q,) N (m, +m,)ga,cos(q,) + m,ga,cos(q, +q,)
m,a,a,q;sin(q,) m,ga,cos(q, +q,)
Zusammengefasst:

Q = M(q)q +n(q,q) +g(q)

‘e Fakultét fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robot deli "
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AT Methode nach Lagrange

Karlsruhe Institute of Technology

Eigenschaften

einfaches Aufstellen der Gleichungen
* geschlossenes Modell
* analytisch auswertbar

* Berechnung sehr umfangreich O(n3)
(n = Anzahl der Gelenke)

* nur Antriebsmomente werden berechnet

_ ™ Fakultét fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robot delli I
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— Methode nach Newton-Euler

38

_ ¥ Fakultat fur Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robot delli I
N, Robotik | — Einfiihrung in die Robotik obotermodeliierung



(T Methode nach Newton-Euler

Karlsruhe Institute of Technology

Grundprinzip

Betrachtung eines einzelnen Armelementes

2. Newtonsche Gleichung:

Euler Gleichung: (Drallsatz)

—

Ni = Ii' 0, ;

—> Krafte und Momente die auf ein Armelement wirken lassen sich aus
Geschwindigkeit und Gelenkwinkelgeschwindigkeit berechnen.

_.. Fakultat fur Informatik Prof. Dr.—Ing. R. Dillmann .
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(T Methode nach Newton-Euler

Karlsruhe

Institute of Technology

Grundprinzip

Verkettung der Armelemente

Die Beschleunigungen V;, Wy ; eines Armelementes i hdngen von den
Beschleunigungen der vorhergehenden Armelemente ab.

—> Beschleunigungen kdnnen {ber kinematische Modell von der Basis
zum Greifer rekursiv berechnet werden (Vorwartsgleichungen).

Die Krafte und Momente F NI die auf ein Armelement i wirken, hangen
von den nachfolgenden Armelementen ab.

—> Krafte und Momente konnen von Greifer zu Basis rekursiv berechnet
werden (Ruckwartsgleichungen).

“e™ Fakultat far Informatik Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann
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KIT Methode nach Newton-Euler

itute of Technology

Vorwartsgleichungen

Aus dem kinematischen Robotermodell und dem Systemzustand lassen
sich Winkelgeschwindigkeiten und translatorische Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen des Gelenkes und Armelementes i im
Basiskoordinatensystem bestimmen.

Bestimmt werden:
— Winkelgeschwindigkeit W),
— Winkelbeschleunigung UL)

— Geschwindigkeit v und Beschleunigung V der Basen der
Koordlnatensysteme

— Geschwmdlgkeltenv und Beschleunigungen v der Massenmittelpunkte
der Armteile

“:® Fakultat for Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robotermodelli "
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Vorwartsgleichungen

Anfangsbedingungen,
Schwerpunkte,
kinematische Parameter

l

Kinematische W;,W;,V,V;,V_;,V,
I—
Berechnung

o}
0
Ol

Die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen fur Armelement i+1 lassen
sich rekursiv unter Berucksichtigung der Kinematik aus den
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen des Armelementes i
berechnen.
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Methode nach Newton-Euler

Vorwartsgleichungen Eingabedaten

q(t),a(t), alt)

J;

v

Rekursive Berechnung der Kinematik von der
Basis zum Greifer (Vorwartsgleichungen)

w;,, =G, (w;,q,,,,9,,)

Startwerte der W, , =G, (wW;,,w;,qd; A, 1:UAi.1)
Rekursionsformeln — —
' I::>> Vi.i =G;(v;,w;,q;,)

wO’wO’VO’VO

Vi.i =G,(V,,w,,w,;,q,,,)
Vs,i+1 = GS(Vi+15wi+1)
Vs,i+1 = G6(Vi+15wi+1’wi+1)

Y

. “Zes Fakultat fir Informatik
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Ruckwartsgleichungen

Beginnend vom Greifer des Roboters lassen sich die dynamische Grofien
des Systems rekursiv bis zur Basis berechnen. Dabei werden die im
Vorwartsschritt berechneten Grolien verwendet.

Folgende dynamische Grof3en werden bestimmt:
— auftretende Kraft |_-; im Schwerpunkt von Armelement i
— auftretender Drehlmpuls N im Schwerpunkt von Armelement i
— Kraftvektor f ausgeubt von Armteil i-1 auf Armteil i
— Momentenvektor ni ausgeubt von Armteil i-1 auf Armteil |

— skalarer Drenmomentvektor des i-ten Gelenks Qi

“:® Fakultat for Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robotermodelli "
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Ruckwartsgleichungen
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Rekursive Berechnung der dynamischen GroRen

Unter Verwendung des Kraft-Momenten-Satzes:

— —

F,=m, Vs"ﬂ

i Vorwartsgleich
und des Drehlmpu!ssa’_ aus Vorwartsgleichungen
N; = [ w; =n, _ni+1+(_si _pi)XFi —-p; xf

i+1

konnen rekursiv die dynamischen Grol3en des Armteils i berechnet
werden.

M. : Masse des Armelements i
L. : Massentragheitsmoment

w,, S, P, V, : bereits definiert in geometrischer Beschreibung

_‘5';:“-“‘ Fakultat far Informatik  Prof. Dr.-Ing. R. Dillmann Robotermodellieruna Il
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Methode nach Newton-Euler

Ruckwartsgleichungen

Externe Krafte und
Momente an Endeffektor
als Startwerte

—

IEn = FEX
n = Nex

2

J:

v

Rekursive Berechnung der Dynamik vom
Greifer zur Basis (Ruckwartsgleichungen)

=H,(V,,)
=H (wi,wiaqi’q')
i H (|+1, |5q|+1)

H (n|+1’ |+1’F|’ |’q|+1)
Qi =H5(ni!qi)

i

2! '|1l

— >

V a
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Zusammenfassung

(Bewegung der Basis)
Vos Vor Wo> Wy

l

4,-4,,4, —©°

v

Vi Vi, Wy, Ay

l

4,,9,,4,—*O

v

V..V. .,

nd " nd? " nd""n

Methode nach Newton-Euler

Vs,l’
. : O
@, t
Fn—l’ Nn—l Qn—l
vs,n o Vs,n R I
wn 2 a)n T
Fn’ Nn

(Krafte und Momente am EEF)
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Eigenschaften

e fUr beliebige Anzahl von Gelenken
* Belastungen der Armelemente werden berechnet

* Aufwand O(n) (n = Anzahl der Gelenke)

* Rekursion
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